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Zusammenfassung

Wir betrachten ein Optimalsteuerungsproblem im Raum der Funktionen beschrankter Variation. Die Kostenfunktion enthalt einen Halbnormkostenterm, der die totale Variation der Kontrolle
"“bestraft”. Mit den Optimalitatsbedinungen lasst sich zeigen, dass stiickweise konstante Funktionen als optimale Steuerungen zu erwarten sind. Mittels einer Regularisierung lasst sich das
Problem hinreichend glatten, um einfache Berechnungen durchzufiihren.

Problemstellung Optimalitatsbedingungen

Sei N € {1,2,3}. Wir betrachten ein Optimalsteuerungsproblem auf dem beschrankten Mit dem Minimalstellenkriterium fiir das Subdifferential gilt
Gebiet 2 C R"Y. ) sei wahlweise ein C''''-Gebiet oder ein konvexes Lipschitzgebiet. Den
Rand von €2 bezeichnen wir mit I". Der Steuerungsraum ist BV (£2) und der Zustandraum
H} (). Wir wihlen noch einen Zielzustand yo € L*(Q) und einen Parameter 3 > 0. Das

Problem lautet

0€dj(u) <= ju) = ue%“v%ﬂ(“)‘

Mit Rechenregeln fiir das Subdifferential erhalten wir

0j(u) = {p} + BOlulpv (o)
Der adjungierte Zustand p € H*(Q2) N Hi(() ist die eindeutige Lésung von

1
| J(u,y) = |y — 22 =+

(—Ap = Su — YO,
p’r — (.

wobei u und y folgende Nebenbedingungen erfiillen miissen:
—Ay =u in €},
y‘r = (.

9
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Zusammen ergibt sich

u optimale Steuerung <= /pu dr| < Blulpy) Yu € BV (Q),
)

Lésen der Nebenbedingung B /Qp“ dz = Blulpvio

Problem:
Es gibt einen Losungsoperator S : L3(Q) — HL(Q) mit e links «,
_ASy = u o rechts Vi (|@|prio) = Yoi 11000l ar@):
Sul|r =0 Ziel: "partiell integrieren™, um damit die Struktur von Vu und u analysieren zu konnen.

fiir alle u € L3(Q).

® S| By () wohldefiniert,

o Sistlinear, Sparsity und Optimalitéitsbe%ingungen fur

e S ist stetig (in L5(£2)), o

®5 ist injek%ci\(/ (v.A.< sz Eindeutigkeit von Ldsungen). Ve {27 3} und |u|BV(Q) N Zi:l H@QZ‘ZU| ‘M(Q
W.arum"Lg(Q)? Die recht.e Se.ite |, uv dx der schwachen Formulierung muss wohldefiniert Mit Definition des Subdifferentials
sein. Fiir V < 3 gelten die Einbettungen B B

e BV (Q) — L3(Q) kompakt, —p € BOlu|pv(q) <= I\ € BOlu|pvin): — /QPU dz = (A, Vu) vy <o
e Hi(Q)) — L°) stetig. fir alle uw € BV (£2).
Fiir N > 4 gibt es keine kompakte Einbettung von BV (1) mehr, sodass die rechte Seite Zusammen ergibt sich:
wohldefiniert ist. Die kompakte Einbettung ist wichtig fiir die Existenztheorie. @ optimal < 3\ € WIv>(Q)N (M(Q)N)* "

LMoo < 8, M ar@yry < 8,
2.div )\ = p,
Das reduzierte Problem 3.fir A BO),1<i<N

: / N Oy, do = 5/ 10, u| dz,
. . - B 9 _A A
uerg‘l/r%mj(u) - ZHSU Yol [z + Blulsvio (Niy Ops T a) )y xm@) = B10x0s|(A).

Es gibt eine eindeutige Losung © € BV (€)).
Als Korollar lassen sich nun Aussagen iiber die Verteilung von V& machen:

)\ aus obigem Satz, dann gelten
e AC Qoffen, i € {1,..., N} und || \|ara) < 8 = 9,us(A) =0,

Regularisierun ]
5 5 o \;(x) = Fsgnd, u,(x) f.a. auf {x € Q: |0, uq(x)| > 0}.

Fiir v > 0, § > 0 ist die H'-Regularisierung des reduzierten Problems Andere Falle

1 gl N =1 — ||/
ucH () Q2 N o N € {2,3}, Julpvi) = ||Vul|p@ry) (Bredies/Holler 2012),

haben ahnliche Eigenschaften.

® Hier: |U‘BV(Q) — HVUHM(Q,RN)v
e~y > (0 = Losung in H'(Q) (Pieper 2015),

ferenzierbarkei S A
eJ >0 = Differenzierbarkeit von [, /0 + |Vu[3 dz = |u|zy (o) (Acar/Vogel 1994) . . N B 35 {
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