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Abstract

Die Vervollstandigung der rationalen zu den reellen Zahlen, die iiblicher Weise durch VergroBerung der Punktemenge vorgenommen wird, wird hier an den zugehorigen Topoi vollzogen. Dabei
treten anstatt der Punkte die Uberdeckungen (basis-) offener Mengen in den Vordergrund und werden zu dem elementaren Unterscheidungsmerkmal der beiden Raume.

Der Ubergang von Q zu R

Der Raum R der reellen Zahlen wird gewdhnlich durch dedekindsche Schnitte oder Aqui-
valenzklassen von Cauchyfolgen als Vervollstandigung des Raumes (Q der rationalen Zahlen
konstruiert.
Q ~ R

Hier soll aber von der ldee ausgegangen werden, einen topologischen Raum X durch den
zugehodrigen Grothendieck-Topos Sh(X') zu reprasentieren. (Dabei geht keine Information
verloren, sofern X Hausdorff war, oder allgemeiner niichtern.) Dann stellt sich die Frage, ob
sich der Topos Sh(Q) zu einem Topos der reellen Zahlen ,vervollstindigen” l3sst, ohne
auf eine der iiblichen Konstruktionen fiir R zuriickgreifen zu miissen.

Sh(Q) ~ 7

Garben auf einem topologischen Raum

Sei X ein topologischer Raum und Op(X) die Partialordung der offenen Teilmengen von
X (die wir hier als diinne Kategorie auffassen). Eine Pragarbe auf X ist ein kontravarianter
Funktor von Op(X') nach Set, das heiBt eine Pragarbe P besteht aus einer Menge P(U) fiir
jedes U € Op(X) und ,Einschrankungsabbildungen” P(V') — P(U) wannimmer U C V

(mit gewissen Kompatibilitaten).

Beispiel: Die Mengen C'(U) der stetigen Funktionen (z. B. reellwertig) auf den offenen
Teilmengen U C X bilden eine Pragarbe P = C.

Eine Pragarbe P auf X heil3t Garbe_:_, wenn sie eine gewisse ,Verklebebedingung” erfiillt:
Fiir jedes V' € Op(X), jede offene Uberdeckung

V=]Ju
il
und jede kompatible Familie
(Ti)ier, x; € P(U;)
(x; und x; stimmen auf U; N U; iiberein) muss genau eine Verklebung” = € P(V') existieren
(x stimmt auf jedem U; mit x; liberein).

Beispiel: (' ist eine Garbe, die Garbe der stetigen Funktionen auf X.

Die Kategorie Sh(X') der Garben auf X (also die Menge dieser Garben zusammen mit den
jeweiligen Garbenmorphismen) ist der Grothendieck-Topos zu X .

Allgemeine Grothendieck-Topoi

Wollen wir statt Op(X) eine beliebige kleine Kategorie C verwenden (zum Beispiel eine
beliebige Praordnung), so ist der Begriff der Pragarbe auf C immernoch klar, der der Garbe
auf C aber nicht mehr. Das liegt daran, dass in der Verklebebedingung iiber die Uberdeckun-
gen eines V € C quantisiert wird, und nun gar nicht mehr klar ist, was eine Uberdeckung
in C sein soll. Man kann jedoch zu C zusatzliche Information hinzufiigen, die festlegt, was
fiir jedes V' € C eine Uberdeckung von V ist, sodass sich die Verklebebedingung einfach
libertragen lasst!

Diese Zusitzliche Angabe der Uberdeckungen wird eine Grothendieck-Topologie auf C ge-
nannt und C zusammen mit einer Grothendieck-Topologie hei3t ein Situs. Ein Grothendieck-
Topos ist dann einfach eine Kategorie, die dquivalent zu der Kategorie der Garben auf
irgendeinem solchen Situs ist.
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»,Q und R unterscheiden sich nur in den
Uberdeckungen”

Unser Ausgangstopos Sh(Q) ist also die Kategorie der Garben auf dem Situs Op(Q) mit der
naheliegenden Grothendieck-Topologie J gegeben durch

(Ui)ies iiberdecken V bzgl. J <« V C | JU..
iel
Und die Grothendieck-Topologie J ist es, durch deren Abanderung wir zu einem Topos
gelangen wollen, der die reellen anstatt der rationelen Zahlen reprasentiert.

Zuvor kénnen wir dank des sogenannten Vergleichslemmas die Beschreibung von Sh(Q) noch
etwas greifbarer machen: Wir diirfen statt ganz Op(Q) auch nur eine Basis der Topologie
von Q betrachten, ohne dass sich der zugehorige Topos andert. Dabei entscheiden wir uns
fiir die offenen Intervalle (in Q) mit ratienalen Endpunkten, welche wir durch Paare rationaler
/ahlen reprasentieren:

B = {(a,b) € Q° | a < b}
(a,0) < (¢,d) &= a>cANb<d
Die von obigem J auf B induzierte Grothendieck-Topologie ist dann Jg mit
((a, b;))icr Uberdecken (c,d) bzgl. Jo < Vxele,dNQ:3Fiel:xecla;bl

Natiirlich lasst sich B auch als eine Basis der Topologie auf R auffassen. Dann induziert
die kanonische Grothendieck-Topologie auf R eine weitere Grothendick-Topologie Jg auf B,
namlich

((a;, b;))ier Uberdecken (c,d) bzgl. Jg < Vx €le,dl:Fi el x € la; bl

Die Topoi der rationalen und der reellen Zahlen lassen sich also als die Garbenkategorien auf

derselben Kategorie B ansehen, mit lediglich unterschiedlicher Grothendieck-Topologie:

Satz: Es gelten folgende Aquivalenzen von Topoi:

Sh(B, Jg) = Sh(Q),  Sh(B, Jg) = Sh(R).

Uberdeckungen in R

Obige Definition von Jgr bendtigt eine vorherige Definition von R; das Ziel einer alternativen
Herangehensweise an die reellen Zahlen ist also noch nicht erreicht. Gesucht ist eine ,ein-
fachere® Beschreibung von Jg, in der nur rationale Zahlen vorkommen. Man beachte, dass
dies fiir obige Definition von Jg durchaus gilt. Ein erster Schritt ist also:

Lemma: Ist (¢,d) € B und (a1, by), ..., (a, b,) eine endliche Familie in B, so iiberdecken
(a1, b1), ..., (an, b,) genau dann (¢, d) bzgl. Jg, wenn sie (¢, d) bzgl. Jr liberdecken.

Dies ist namlich nur der Fall, wenn die (a;, b;) eine ,Kette" bilden, in der sich je zwei be-
nachbarte Intervalle iiberschneiden. Fiir unendliche Uberdeckungen unterscheiden sich Jg
und Jr aber durchaus:

Beispiel: Das Intervall (1,2) € B wird bzgl. Jg von den Intervallen
{(a,b) €B|(a=1Ab"<2)V(a*>2Ab=2)}
iberdeckt, nicht jedoch bzgl. Jg. (Es fehlt genau 1/2.)

Wie lasst sich dieser Unterschied ohne Verwendung reeller Zahlen fassen? Durch Verwendung
des Satzes von Heine-Borel: Jede offene Uberdeckung eines kompakten Intervalls enthilt
schon eine endliche Teiliiberdeckung. Ein Intervall |c, d| wird also genau dann von einer
Familie offener Mengen iiberdeckt, wenn fiir alle ¢ < a < b < d gilt, dass |a, b] (oder auch
nur |a, b|) von einer endlichen Teilfamilie liberdeckt wird. (Und es reicht auch noch, fiir a
und b nur rationale Werte zuzulassen.) Die gewiinschte nicht von R abh&ngige Beschreibung
von Jp ist also gefunden:

Satz: ((a;, b;));cr Uberdecken genau dann (¢, d) € B bzgl. Jg, wenn fiirallec < a < b < d
ein endliches I' C [ existiert, sodass ((a;, b;));er bzgl. Jgp (oder dquivalent Jg) (a,b)
liberdecken.
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