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Zusammenfassung

Es sei k ein Kérper und G eine endliche Gruppe mit chark 1 |G| sowie V eine endlichdimensionale k-Darstellung von G. Dann wird der Invariantenring k[V]“ von homogenen Polynomen vom
Grad hochstens |G| erzeugt. Das ist die sogenannte Gradschranke von Noether. Chardin und Symonds haben kiirzlich Gradschranken fiir die Syzygien von Invariantenringen, das heiBt fiir die
Moduln der Relationen zwischen den Erzeugern von k[V]“ bewiesen. Den Beweis habe ich in meiner Bachelorarbeit dargestellt.

Definitionen

Seien k£, G und V wie oben gegeben. Wahle ein minimales homogenes
Erzeugendensystem fi,..., f. von k[V]%. Sei dann S = E[y1,...,,]
der Polynomring in 7 Unbestimmten iiber £. Auf diesem definiert man
eine Graduierung durch degy; := deg f;.

Die algebraischen Relationen zwischen den f; sind jetzt genau die Ele-
mente des Kerns des kanonischen Homomorphismus S — E[V1]¢, y;
f;. Allgemeiner betrachtet man eine minimale graduierte freie Auflosung

o= —=FE 41— = F =S5
von k[V]“ als S-Modul. Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl 85(V),

sodass F; von Elementen mit hochstens diesem Grad erzeugt wird.

Hilberts Syzygiensatz

Der Syzygiensatz von Hilbert besagt, dass in obigem Kontext die Moduln
F: tur alle 2 > r trivial sind. Der Beweis kann mit denselben Methoden
gefiihrt werden wie der der Schranke von Chardin und Symonds, ist
aber wesentlich einfacher. Mit einem Teil der rechts genannten Schritte
folgt der Syzygiensatz namlich sofort daraus, dass der Koszulkomplex
Ko(y1, ...,y in allen Graden > ¢ trivial ist.

Hilbert-ldeal und 7 (V)

Das Ideal I := k[V]%k[V] in k[V], das von allen homogenen Invarianten
von positivem Grad erzeugt wird, heiBt das Hilbert-ldeal. Man kann
zeigen, das jedes homogene Element aus k|V'], dessen Grad mindestens
|G| ist, im Hilbert-Ideal liegt.

Der kleinste Grad, sodass jedes homogene Element aus k|[V'] von die-
sem Grad im Hilbert-lIdeal liegt, wird mit 7(V') bezeichnet. AuBerdem
bezeichnet man mit 5(k[V]%) den kleinsten Grad, sodass k[V 1] als k-
Algebra von Elementen von hochstens diesem Grad erzeugt wird.Es ist
also

Bk[V]”) < 1a(V) < |G,

Das Resultat

Das Resultat von Marc Chardin und Peter Symonds besagt, dass mit
den oben eingefiihrten Notationen gilt:

BLV) < (i+ D1e(V)+i—1<(i+1)|G|+i—1.

Aus Resultaten von Barbara Schmid und Mufit Sezer ist bekannt, dass
der maximal mogliche Wert S(k[V]¢) = |G| nur fiir zyklische Gruppen
angenommen wird. Damit stellt sich die Frage, inwieweit die Schranke
von Chardin und Symonds scharf ist. In meiner Bachelorarbeit habe ich
dazu zeigen konnen, dass jede abelsche Gruppe (auBer der trivialen Grup-
pe) eine k-Darstellung besitzt, sodass 55(V) = 27¢(V). Andererseits
ist, falls V' die regulire Darstellung von G ist, B(k[V]%) = 7¢(V). Letz-
teres ist vor allem deshalb bemerkenswert, weil der Wert von 3(k[V]%)
maximal ist, wenn V" die regulare Darstellung ist.

Beweisskizze zum Resultat von Chardin und Symonds:

1. Schritt: Tor-Funktor

Seien M und N Moduln iiber einem Ring R. Sei weiter eine freie Auflosung
o= b=, == = F
von M gegeben. Dann bezeichnet Tor*(M, N) die i-te Homologie des Kettenkomplexes
o= F, s N = F, 1®QsN — -+ > Fi®s N = Fy® N.

Diese Definition ist unabhangig von der Wahl der freien Auflosung und falls M und N graduierte Moduln sind,
kann man auch Tor;'(M, N) als graduierten Modul konstruieren. Man kann jetzt fiir einen graduierten Modul
M = €P,  definieren:

e cndM = sup{t € N: M; # 0}

o t2(M) := endTor;" (M, k)

Man kann zeigen, dass im Kontext des Satzes von Chardin und Symonds gilt: 85(V) = t;

Im zweiten Schritt geht dabei wesentlich ein, dass chark 1 |G|.
AuBerdem ist fiir zwei Moduln M und N stets Tor’(M,N) = Tori'(N,M). Damit geniigt es also,

endTor? (k, k[V]) zu bestimmen.

2. Schritt: Koszul-Komplexe

Nach dem oben gesagten ist der S-Modul Tor? (k, k[V]) zu untersuchen. Dazu wird eine freie Auflésung von k als
Modul iiber dem Polynomring S benétigt. Eine einfache Méglichkeit dafiir ist der Koszul-Komplex Ko(y1, .. ., y)
(fiir die Definition siehe etwa das unten genannte Buch von Bruns und Herzog). Damit ist Tor? (k, k[V]) die i-te
Homologie des Komplexes Ko(y1, ..., y,) ® k|V], welcher sich via dem Homomorphismus S — k|V |, y; — f;
auch als Komplex von k|V]-Moduln auffassen lasst. Aus der Theorie der Koszul-Komplexe ist dann bekannt,
dass dieser isomorph ist zu dem Koszul-Komplex K,(fi,..., f).

3. Schritt: Castelnuovo-Mumford-Regularitat

Fiir einen endlich erzeugten graduierten Modul M iiber einem standard-graduierten Polynomring R =
klx1,...,x,] (zum Beispiel R = k|V]) definiert man die Castelnuovo-Mumford-Regularitat regM von M als
sup{t{(M) — i : 1 € N}. Falls endM < oo, kann man zeigen, dass endM = regM und diese Voraussetzung
ist fiir die Homologien von K,(fi,..., f;) erfillt. Damit folgt die Schranke von Chardin und Symonds aus dem
folgenden Resultat von Bruns, Conca und Romer:

Seien f1,..., f, € R, sodass es c € N gibt, mit der Eigenschaft, dass jedes homogene Element vom Grad min-
destens c in R im Ideal (f1, ..., f,) liegt. Dann gilt fiir die i-te Homologie des Koszul-Komplexes Ko(f1,..., f-):

I‘eng,;(K.(fl, Ce e fr)) < Z(C + 1) +c — 1.
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