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Zusammenfassung

Es wurden Zeitdiskretisierungen parabolischer partieller Differentialgleichungen mithilfe von stetigen Galerkin-Verfahren der Ordnung r (cG(r)-Verfahren) untersucht. Hierbei werden
die resultierenden nichtlinearen Gleichungssysteme mit dem Newton-Verfahren gelost. Da das entstehende System gekoppelt ist und bei einer direkten Entkopplungsstrategie
unweigerlich komplexe Koeffizienten auftreten, war es das Ziel, Entkopplungsstrategien zu entwickeln, bei denen genau das vermieden wird. Die ldee dabei ist eine geeignete
Approximation an das exakte Newton-Update zu entkoppeln um so die komplexen Koeffizienten zu vermeiden. Im Folgenden werden zwei unterschiedliche Varianten vorgestellt. Der
erste Ansatz basiert auf Blockelimination und der Zweite auf einer Approximation der Koeffizientenmatrix durch eine Matrix mit einpunktigem Spektrum.

Problemformulierung und Diskretisierung Testproblem

Sei 1 C R? ein polygonales Ortsgebiet mit d € {2,3} und V ein Hilbertraum, der Sei 2 = (0,1)?, T = 1/2. Betrachte die semilineare Gleichung

stetig und dicht in den Hilbertraum H := L*(Q) eingebettet ist. Fiir gegebenes T' > 0
nd zugehori Zeitintervall I = T rach i hwache Formulierung einer
sarsbolschent Clechung aer Form 1 [ ochte cie sehviache Formullerung eine duu(t.x) — Au(t.x) +ul(t.w) = f(t.@) in (0.7) x
Gesucht ist u € X := {v € L*(I,V) ‘ O € L*(I,V*)} mit u(t, x) 0  auf [0,7] x 09,

u(0,xr) = 0 VzeQ

/I@tu, o) dt + /Ia(u)(q)) dt + (u(0), ®(0)) = (f, ®); + (ug, ®(0)) V & € L*(1,V), mit

uy € H, f € L*(I, V™).

L : 2 2
Fir die cG(r)-Zeitdiskretisierung wahlt man nun eine Partition des Intervalls [ in halb- ft,z) = sm(7rx1)sm(7ra:2){7r cos(m’t) + 10

offene Teilintervalle I, = (¢,,—1,tn|. Auf diesen werden global stetige Polynome vom
Grad r fiir den Ansatz- und global unstetige Polynome vom Grad r — 1 fiir den Testraum +(sin(772t) T 10t> [2772 + (sin(7r2t) + 1015) 25in(7r:1:1)25in(7ra:2)2} }
definiert. Benutzt man zusatzlich fir die Ortsdiskretisierung konforme Finite-Elemente

der Ordnung s, so lautet das vollstandig diskretisierte Problem wie folgt

Gesucht ist u X7 mit .
kh € Xk und exakter Losung

(Oetugn, ®)1,, + /a(ukh)(cb) dt=(f,®); V&e X" u(t,x) = (sin(7r2t) + 10¢)sin(7ay)sin(mas).

1 1

m=

Hierbei bezeichnen h und k die Diskretisierungsparameter im Ort bzw. der Zeit. ]
Numerische Resultate

Um den zeitlichen Fehler fiir verschiedene Ordnungen r und Schrittweiten k zu
messen, wird ein festes ortliches Gitter aus 524288 gleichgroBen Dreiecken (lineare
Finite Elemente) benutzt. Zur Diskretisierung wird das Intervall [0,3] in M = 1
aquidistante Teile unterteilt

Fiir die Fehlermessung wird im Ort stets die L?-Norm verwendet. Alle auftretenden
Integrale werden mit der r-punktigen Gauss-Legendre Quadratur numerisch berech-
net. Gemessen wird der L2-Fehler ||u — uy||o in der Zeit. Bis zur Dominanz des
ortlichen Diskretisierungsfehlers zeigen die Ergebnisse das erwartete Verhalten.

Entkopplungsstrategien am Beispiel r = 2

Variante 1: " Blockelimination”

Als Basen flir den Test- bzw. Ansatzraum werden Lagrange-Polynome mit den jeweiligen
Gauss-Legendre-Knoten und zusatzlichem linken Endpunkt des Intervalls I, gewahlt.
Bezeichnet man mit Ré das Newton-Residuum und L := k,,M A, wobei A eine Mit-
telung der Steifigkeitsmatrix von A, ist, so lost das Newton-Update w!, die folgenden
2N Gleichungen

M Hu—uthg EOC
s10 L 17 3(/3=1) l L 5 0.0017
(g('i;jé ;ffi'i) (W) = i) 8 4.4992¢-04 2.8849
2(v3-3) " 27 2 10 2.3260e-04 2.9566
16 5.7677e-05 2.9669
Blockelimination liefert 20 3.0166e-05 2.9046
25 1.6542e-05 2.6925
%|d—|—%L gég;;;m <Wll> B M_lRll theor. Ordn. 3
0 d+ 1L+ L1 wi) — (% + @)M*Rﬁ + <%Id + sL)M~'R), L?-Konvergenzmessung fiir die Testgleichung
Ein Vergleich der Kontraktionsraten v, := max;_s3, |TI/;|1|H der beiden cG(2)-
Nach Approximation des Polynom 1+%>\+%>\2 durch (14 \/g)2 kann das approximierte Varianten zeigt deutliche Vorteile fur die erste Entkopplungsstrategie. AuBerdem
System durch mehrere implizite Euler-Schritte geldst werden fallen die Kontrationsraten mit kleinerer Schrittweite. Die fiir den linearen Fall
scharfe Schranke v, ist, aufgrund der Mittelung der Steifigkeitsmatrix und anderer
] N Y N S T im nichtlinearen Fall auftretender Effekte, nicht scharf.
(M + EI%A) (- (5 + T)Rl + SR+ Sk AMUR, AT 5
<M+%kmfl> Vo= MV 5 0.3538 0.9288 0.5433
) o 343 53— 15 8 0.3154 0.7696 0.4802
<M+3k:mA) (- m“*mﬁ 10 0.3075 0.6762 0.3441
W36 V32 N 16 0.2376 0.4780 0.1858
_<(¢§+ TR 1)(\/§+3)kmA>W2 20 0.2330 0.3921 0.1347

25 0.2074 0.3257 0.1277

. wes - v, 0.089 0.067 0.138
Variante 2: " Single-Newton-lteration Kontraktionsratenvergleich fiir die Testgleichung

Umformulierung des Newton-Updates fur die skalare Testgleichung %u +7u = f liefert
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