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Zusammenfassung

Die mathematische Homogenisierung befasst sich mit Differentialoperatoren, welche auf mehreren Skalen definiert sind. Diese werden unter anderem fiir die Beschreibung von
Kompositmaterialien oder biologischen Stoffen verwendet. Da hiufig das makroskopische Verhalten eines solchen Stoffes von Interesse ist, betrachtet man bei der Homogenisierung
den Grenzprozess fiir feiner werdende Mikroskala. Der daraus resultierende Grenzwert kann dann zur Beschreibung des makroskopischen Verhaltens des Ausgangsstoffes verwendet
werden. Hier wird im Speziellen ein Differentialoperator betrachtet, der ein Reaktions-Diffusions-Problem auf einem perforierten Medium beschreibt, welches eine iiber die Zeit

veranderliche Mikroskala besitzt.

Homogenisierung

Sei ) ein Medium, welches auf einer sehr viel feineren Skala periodisch aus mehreren
Materialien zusammengesetzt ist.

| ~Material 1

—Material 2

Um eine physikalische Fragestellung wie zum Beispiel die Warmeleitfahigkeit dieses
Mediums zu betrachten, wird eine entsprechende Differentialgleichung verwendet. Die
Differentialgleichung besitzt materialabhédngige Koeffizienten, welche auf einer feinen
Skala stark variieren und somit insbesondere nicht konstant sind. Deshalb lassen sich
auch nicht direkt die makroskopischen physikalischen Eigenschaften des Mediums, wie
zum Beispiel die Warmeleitfahigkeit, angeben. Des Weiteren kann man aufgrund der
feinen Struktur nur unter groBem numerischen Aufwand mit Hilfe von Standardver-
fahren Berechnungen fiir ein solches Medium durchfiihren. Aus physikalischer Sicht ist
es naheliegend, dass bei einer feinen periodischen Verteilung der Materialien sich die
makroskopischen Eigenschaften nur minimal verandern, wenn das Material feiner ge-
mischt wird. Mit £ wird das Verhéltnis der Makroskala zur Mikroskala angegeben, also
wie fein die Materialien gemischt sind. Indem man zum Grenzwert ¢ — 0 ibergeht,
lasst sich dieser Ansatz modellieren. Dies bedeutet: Man betrachtet fiir einen Banach-
raum X und dessen Dualraum X’ eine Folge von Differentialoperatoren 7. : X — X',
welche je eine eindeutige Losung u. besitzen. Fiir die Folge der Lésungen . ldsst sich
die Existenz eines Grenzwerts u zeigen. Dann bestimmt man einen Differentialoperator
Tb, welcher ug als Lésung besitzt.

Der wesentliche Vorteil besteht nun darin, dass der Differentialoperator T nicht von
der Mikrostruktur abhangt. Somit I&sst sich wy numerisch leichter bestimmen und der
Differentialoperator T} gibt direkt makroskopische physikalische Eigenschaften des Me-
diums an. Mit ug erhdlt man somit eine approximative Losung des Ausgangsproblems
fiir kleines ¢, also fiir eine feine Mikrostruktur.

Reaktions-Diffusions-Problem mit veranderlicher Mi-
krostruktur

Das Gebiet €2 bestehe nun aus zwei disjunkten Gebieten Q% und 2°. Dabei entspricht
QY einer Tragersubstanz, in der die Reaktion bzw. Diffusion stattfindet und Q° der
. Matrix", welche das Gebiet {2 zusammenhalt.

Das folgende Randwertproblem beschreibt ein Reaktions-Diffusions-Problem auf dem
Zeitintervall S = (0, T) iiber dem sich mit der Zeit veranderlichen Gebiet Q2™ (¢). Hier-
bei stellt u die Konzentration des diffundierenden Stoffes dar, D den Diffusionskoef-
fizenten und f den Reaktionsterm. Dieses Modell beriicksichtigt ebenfalls advektiven
Stofftransport, welcher aus der Geschwindigkeit w™ der Verformung des Gebiets Q"
resultiert.

(2, t) = V- (D"Vu" —w"u")=f zeQY(), tels,
—(D"Vu")-n" =0 xedQ(t), teS
Fir den Anfangszeitpunkt ¢ = 0 sei das Gebiet Q periodisch in Q% und
° aufgeteilt. Um die Differentialgleichung zu homogenisieren, miissen wir sie
deshalb zuerst auf das periodische Gebiet Q(0) bzw. Q¥(0) zuriickfihren. Sei
ein orientierungserhaltender Diffeomorphimus ¢(-,¢) : Q¥(0) — Qv(¢) gege-
ben, sodass ¥(X,-) S — Q die Trajektorie eines Materialpartikels X be-

schreibt. Sei a(X,t) := wu(W(X,t),t),D(X,t) = DX, t)t), f(X,t) :=
F(X,t)t), ®(X,t) := Vip(X,t) und J(X,t) = det P(X,t) so erhdlt man die fol-
gende Differentialgleichung mit entsprechender homogener Randbedingung:
Aa(X, ) J(X,1)] — Vx - [0 Y(X, ) D(X, )0~ T (X, 1)V xi(X, 1) J(X, )]
= f(X, ) J(X,1), XeQ¥tes,
THX, ) DX, )0 T (X, ) Vya(X, 1) N(X, ) J(X,t) =0, X €00, tes.

Nach einer e-Skalierung und dem Ubergang zur schwachen Formulierung ergibt sich
folgendes Problem: Finde eine Funktion u¥ € V(QY) := L(0, T; W2(2)), sodass

@I (Ou (8) | ¢ (D)ay + (S (O)WY(E)DY (1)WY ()Vul () | V6 (t))oy
= (JEOF®) [ " (@))ay
fiir alle ™ € V(QY) und fast alle t € S gilt.

Zwei-Skalen-Konvergenz

Um den Differentialoperator T}, zu bestimmen, wird hier die Zwei-Skalen-Konvergenz
verwendet. Aus der Zwei-Skalen-Konvergenz der Folge (u.) lassen sich Riickschliisse
auf die Struktur der Losung ug ziehen, welche es dann ermdéglichen den Differential-
operator T zu bestimmen.

Definition. Eine Folge (u.) in LP(2) mit p € (1,00) konvergiert gegen eine Funk-
tion up(x,y) € LP(Q X Y) (mit Y = (0,1)") schwach im Zwei-Skalen-Sinn genau

dann, wenn
lim /ug(a,')’u‘l' <1 £> dz = / /ud.’n,y)yﬁ(.x,y) dy dz
0 € )
Q QY

fiir jede Funktion (x,y) € LY Cp(Y)] (mit 1=1+1).
Gilt zusdtzlich .
hfl‘) H“e”Lv(Q) = ||uol LP(QxY)s

so bezeichnet man die Konvergenz als starke Zwei-Skalen-Konvergenz.

Um zum Grenzwert ¢ — 0 lbergehen zu kdnnen, verwendet man folgenden Satz,
wobei v, durch die Koeffizienten von 7. bestimmt ist und mit u. die Losung des
Problems T.u. = f fiir ein f € X' bezeichnet wird.

Fiir eine stark im Zwei-Skalen-Sinn konvergente Folge (v-) mit Grenzwert vy und eine
schwach im Zwei-Skalen-Sinn konvergente Folge (u.) lasst sich der Grenzprozess mit
der Integration vertauschen, d.h.:

ve(@)ue(z) = /Ug(zr.y)un(x,y) dy in D'(Q).
y

Durch geeignete Wahl der Testfunktionen kann man die Mikrostruktur getrennt von
der Makrostruktur betrachten und mit Hilfe des folgenden Konvergenzresultats das
homogenisierte System T bestimmen.

Eine in H'(02) schwach konvergente Folge (u.) mit Grenzwert u € H{(£2) konvergiert
auch im Zwei-Skalen-Sinn gegen u. Des Weiteren existiert ein u; € L*[Q2, H}(Y)/R],
sodass eine Teilfolge Vu schwach im Zwei-Skalen-Sinn gegen V,u+V,u; konvergiert.

Makroskopisches Grenzproblem

Indem man mit Hilfe der Zwei-Skalen-Konvergenz zum Grenzwert € — 0 in obi-
ger schwacher Formulierung iibergeht, lasst sich folgendes Grenzproblem fiir obiges
Reaktions-Diffusions-Problem mit veranderlicher Mikrostruktur bestimmen:

Q% u" (z,t)) — V- (PVVuY)) = FY
Wobei Q%, F™ und der Tensor P" wie folgt definiert sind:

Q¥ (x,t) == /J“'(z.gy,t) dy,  F%(z,t):= /J“'(;L',y. 0 f(x,y,t) dy,

P o

pij(z,t) == /«J””'(M/«t)‘l’“"l(-nw)fj“'(-nz/.t)‘P“"T(%U« 1)(3i5+0,,C (1)) dy.
Fa
Hierbei sind (Y', .. .,

+ die Losungen der folgenden Zellprobleme:

V- (T (@, )0 ) D (0 (@, D) (V,C (9, 8) 4+ ) = 0

yeZVxeQteS

—J(x,y, )TV (2, y, t)f)“'(a’,y, HY (2, y, (VG (z,y,t) +¢;) - n"(2,y) = 0,

ye€OZVNIZ  xeQtes.

Hier sind DY, £, J%" bzw. &Y' die Grenzwerte von DV, f*, J% bzw. ®¥~! im starken

Zwei-Skalen-Sinn. Man erhilt dies zum Beispiel, indem man die e-skalierten Funktio-

nen iiber D¥(z,t) := D¥(x, Lt), f“(.lt) = f(x, 2,1), J¥ (@, t) == JV(w, £, 1) bzw.

¥ Y(x,t) = OV (x,%,¢) mit geeigneten D¥, ¥, JV bzw. ®¥! definiert. Dabei

stellt ZV, Z5 den Teil der Einheitszelle dar, mit dem Q% bzw. Q° durch e-Skalierung
und periodischer Fortsetzung gebildet wird.
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