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Abstract

In dieser Arbeit werden die asymptotische Energieminimierung diskreter atomarer Systeme auf den Gitterstrukturen des Face-Centered Cubic (FCC)- und des Hexagonal Closed-Packed (HCP)-
Gitters untersucht. Ausgehend von der Oberflachenenergiedichte werden die zugehorigen Wulff-Mengen bestimmt und als eindeutige Minimierer identifiziert. Hauptresultat ist die Aussage, dass
der FCC-Waulff-Kristall im Grenzfall unter allen Konfigurationen die skalierte Gesamtenergie minimiert und somit energetisch optimal ist. Auch in endlichen FCC-Konfigurationen tritt dieselbe
Oktaederstumpf-Struktur auf. Die Analyse stiitzt sich auf Methoden von Cicalese—Kreutz—Leonardi [1], die in diesem Kontext erweitert und prazisiert werden. Es werden zudem zentrale Struktur-
und Nachbarschaftseigenschaften zweidimensionaler Voronoi-Zellen in periodischen Gittern analysiert. Die Ergebnisse leisten einen Beitrag zur mathematischen Theorie der Energieminimierung
diskreter atomarer Systeme und vertiefen das Verstandnis der geometrischen Struktur von Wulff-Kristallen auf FCC-Gittern (Lpcc) und HCP-Gittern (Lycp).

Gitterstrukturen
FCC- (Face-Centered Cubic) und HCP- (Hexagonal Closed-Packed) Gitter realisieren die

dichteste Kugelpackung mit maximaler Packungsdichte von ca. 74% und Koordinationszahl
12. Lgcc besitzt eine ABC-Stapelfolge (kubisch), Lycp eine AB-Stapelfolge (hexagonal).

Beweis des Haupttheorems

Ziel: Beweis der ['-Konvergenz des diskreten Energie-Funktionals und Nachweis, dass der
FCC-Wulff-Kristall asymptotisch energetisch optimal ist.

1. Zulassige Punktmengen: Periodische Mengen ¥ C R?, mit folgenden Bedingungen:

1 1 0 . )
FCC: Lrcc = {niby + noby + nsbs : n; € Z}, by = \/Li 1] b= \/% 0], by = \/% 1 (L1)  Mindestabstand: ||z —y|| >r > 0firz £y c X.
1 1 (L2) Dichtheit: Jede Kugel Br(x) enthilt mindestens einen Punkt aus ..

HCP: Lycp = spany {ey, €2, e} U (spany { ey, ea, e3} + v1),

2. Geometrie der Voronoi-Zellen: Die Voronoi-Zellen V(z) sind konvexe Polyeder, sie
wobei e; = (1,0,0)7, es = 3 (1, V/3, O)T, e3 = 2v6(0,0,1)7, v = 1

definieren die Nachbarschaft iiber gemeinsame Zellflachen:
NNE) = {(z,y) e T x T : H"'V(z)NV(y)) > 0} .

Wir setzen NN (z) = {y € X : (z,y) e NN(2)}.
Im FCC-Gitter: NN (x) = Npce(x).

Wulff-Mengen und Energie

Das Gleichgewichtsproblem fiir Kristalle wird durch Minimierung der Oberflachenenergie bei 3. Diskretes Energie-Funktional: Fir X Cc ., A C R?> offen:
konstantem Volumen beschrieben. Im isotropen Fall ist die Kugel Minimierer; bei anisotroper 1
Oberflachenenergiedichte (abhangig von Orientierung), ist die Lésung die sog. Wulff-Menge. ) Z Z z,y) [xx(y) — xx(@)]

. . . . . : : : : e .NA yel.
Lokalisierte Konfigurationsenergie: Fiir eine endliche Konfiguration X C Lgcc und ’ ’

A C R° und mit ¢(x,y) = Xnpec(a)(y) definieren wir:

EﬁFCCXA_% Z Z (,y) Ixx(y) — xx(2)].

rELrccNA yELRcC F€ ? Fhom(p XW) — g ¢(/U> dHQ?

wobei ¢ homogenisierte Oberflachenenergiedichte und 1V zugehorige Wulff-Menge ist.

Dabei modelliert ¢(x,y) die Wechselwirkung zwischen Nachbarn.

4. I'-Konvergenz und Limesfunktional:

ldentifiziert man X C e Lgcc mit seinem zugehorigen empirischen MaB, so kann man die
Energie auf nicht-negativen Radon-MaBen, abgekiirzt M_ (IR?), definieren:

(62 ZZL'EX #(NFCC,E($>\X)7 = e = 63 Z:cEX 5377 X C E[’FCC’

—+00 sonst.

Das FCC-Gitter erfiillt die Bedingungen (L1) und (L2); der FCC-Wulff-
Kristall minimiert Fj,, und ist somit asymptotisch energetisch optimal.

EﬁFcc,G(:u) =

\

Homogenisierte Oberflichenenergie: ¢, .(v) = Jim S inf{Er. (X, Q})}, liefert
—00

die anisotrope Oberflichenenergiedichte in Richtung v € S*.

Diskrete FCC-Wulff-Kristalle

Auch fiir endliche FCC-Konfigurationen bildet sich

Waulff-Menge: Fiir eine konvexe, positiv homogene Funktion ¢ vom Grad 1:

)

We={§ €R":¢°(§) <1}, ¢°(§) = sup -
0= & j &) vesn1 P(V) dieselbe Oktaederstumpf-Struktur wie im kontinuier-
W ist der eindeutige Minimierer der anisotropen isoperimetrischen Ungleichung. lichen Fall. Fiir Seitenlange n € N umfasst der Kristall

: — 1em3 2
Hauptaussage: Fiir ¢ — 0 gilt die ['-Konvergenz a = 16n" + 1on" + 6n + 1

Atome. Diese Zahl ergibt sich durch Schichtanal-

r _ 2
Eficoe(pt) = Erpoo(p) = et/ PrLice(V) dH yse entlang einer Koordinatenachse unter Auswertung

der symmetrischen Struktur. Solche diskreten Wulff-
Kristalle minimieren das Funktional

EEFCC (X> RS)

flir gegebene Atomanzahl exakt und liefern die Grund- o
lage fiir asymptotische Energieschatzungen und Fluk-
tuationsanalysen.

G ' Y /A

Beobachtungen zu Voronoi-Zellen

Die eindeutigen Minimierer des Grenzfunktionals sind (bis auf Translation und Skalierung)
die FCC-Wulff-Kristalle; damit sind sie asymptotisch energetisch optimal.

Wulff-Kristall des FCC- und HCP-Gitters

FCC-Gitter: Die homogenisierte Oberflachenenergiedichte ist
Prec(V) = |1+ o] + |1 + 1] + | + 1] + |11 — o] + 11 — | + 1o — 1]

mit dualer Norm ¢7(£) = max {1/|¢]|, #/1€]11 }-
Die Wulff-Menge Wrcc ist ein Oktaederstumpf, fiir den gilt

Weee| 2/ / droc(v) dH? =3 - 243 . 6413,
O Wrac

HCP-Gitter: Die Oberflachenenergiedichte lautet
duce(v) = V2([(er, v)| + (e, v)| + [{e1 — e2,0)]) + 5l (es, v
+v2max{|(e1, v)|, [{e2, v) |, [{e3, ), [{e1 — ez, >!}

Fiir ein periodisches Gitter £ C R” definieren wir die Voronoi-Zellen V(z) fiir jedes z € £
als

Viz)={yeR :|jz—y|<|z—y|Vz€L}.

Dies ist ein konvexes, abgeschlossenes Polyeder unter (L1) und (L2).

Eigenschaften:

oWenn L (L1) erfiillt, ist jede Voronoi-Zelle beschrénkt. 5
mit dualer Norm ¢pjp(§) = max {%@(Kﬂ T \%KZ‘ T 2\_@‘(3‘)7 m’@’v oWenn L (L2) erfiillt, ist V() ein Polyeder fiir alle z € L.
3%@’@’7 7%@‘@‘2‘ | 14%@’@]7 ﬁ(‘m + \/%KQD} oWenn L (L2) erfiillt und wenn V(x) N () # (), dann haben 3
Whcp ist ein hexagonaler Doppelpyramidenstumpf, fiir den gilt V(z) und V(y) entweder eine Ecke oder eine Kante gemelnsam/
93 ) o 023 arl/3 oWenn L (L2) erfiillt, gilt fiir jedes « € £ die Aquivalenzbeziehung:
L HI(V(a) 10V) £0. <= NN@\X £ 0
FCC-Wulff-Kristall HCP-Wulff-Kristall

Konsequenzen:
Wenn £ (L1) und (L2) erfiillt, schneidet V(x) fiir jedes * € L nur endlich viele andere

Voronoi-Zellen.

FCC-Gitter HCP-Gitter
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